
LA ELIPSE 

2. Desarrollar una discusi6n completa de la ecuaci6n ordinaria 

3. Dados 10s focos y la longitud de su eje mayot,  demostrar un procedi- 
miento para obtener puntos  de una elipse usando escuadras y compis. 

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos  de ana  elipse usando 
escuadra y compis si se conocen sus ejes mayor y menor. 

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya 
excentricidad vale cero. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de 10s virtices y 
focos. las longitudes de 10s ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud 
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. T raza r  y discatir el 
lugar geomitrico. 

10. Hallar la ecuaci6n de la elipse cuyos virtices son 10s puntos  (4, O), 
(- 4, Q), y cuyos focos son 10s puntos  (3, O), (- 3. 0). 
11. Los vfrtices de una elipse son 10s puntos (0. 6). (0, - 6), y sas focos 

son 10s puntos (0. 4). (0. - 4). Hallar su ecuaci6n, 
12. Hallar la ecuaci6n de la elipse cuyos focos son 10s puntos  (2, 0). 

(- 2. 0) , y su excentricidad es igual a %. 
13. Los focos de una elipse son 10s puntos  (3, 0). (- 3, 0). y la longitud 

de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuaci6n de la elipae. 
14. Hallar la ecuaci6n y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el 

origen, uno de sus virtices en el pun to  (0, - 7) y pasa por el punto  dTlE . ( 3 )  
15. Una elipse tiene su centro en el origen y n *  eje mayor coincide con el 

eje X. Hallar su ecuaci6n sabiendo que pasa por 10s pu~,:os (4%) - 1 ) y 
(2 ,  47). 
16. Hallar la ecuacidn de la elipse que pasa por el pun to  (q. 1) ,  tiene tk- , 

su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longltud de su zp - . %a,Z 
4-- eje mayor es el doble de la de su eje menor. Q- / 2.0 

17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media g r o p o r . b  
cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. - 'y , 18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media 

,J- - proporcional entre 10s dos segmentos del eje mayor determinados por  uno de 10s *r 
focos. 

19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi-  
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales. 

20. Si P l  (XI .  y l )  es un  pun to  cualqaiera de la elipse b 2 x a + a 2 y 2  = aab2 ,  
demuistrese quqdus radios vectores son a + ex1 y a - exl. Establecer el signi- 
ficado de la sups de estas longitudes. 

21. Halla 10s radios vectores del pun to  (3, W )  que es t i  sobre la elipse 
J l  12 7xr + 16yr , . 

u ' ,  
js,, LY %' t LC&, , 
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1 8 0  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

22. Los puntos  extremos de u n  d i imetro  de la elipse b 2 x 2  + a Z  yZ = a3 b2 
son P I  y Pp.  Si  F es uno  de 10s focos de la elipse, demostrar que  la suma de 
10s radios vectores F P I  y F P a  es igual a la longitud del eje mayor.  

23. Si k es u n  numero posit ivo,  demostrar quo la ecuaci6n 3 x 2  + 4ya = k 
representa una  familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri- 
cidad s. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 24-26, usando la definici6n de elipse, hallar la 
ecuaci6n de la elipse a par t i r  de 10s datos dadoa. Reduzcase la ecuaci6n a la pri-  
mera forma ordinaria por  transformation de coordenadas. 

24. Focos ( 3 .  8) y ( 3 .  2)  ; longitud del eje mayor = 10. 
26. VCrtices (- 3 .  - 1)  y (5. - 1 ) ;  excentricidad = 95. 
26. VQrtices (2,  6)  y (2. - 2 )  : longi tud  del lado recto = 2. 

27. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometric0 de un  pun to  que se 
mueve de tal m a n e n  quo su distancia de la recta y = - 8 eu aiempre igual a1 
doble de su distancia del p u n t o  (0, - 2 ) .  

28. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomltrico dc 10s puntoe  me- 
diom de las ordenadas de 10s p u n t o s  de la circunferencia x9 + yz = 9. 

29. Hallar e identificar la eeuaci6n del lugar geomhtrico de 10s puntoa que 
dividen a las ordenadas de 10s pun tos  de la circunferencia x2 + y 2  = 16 en la 
raz6n 1 : 4. (Dos  soluciones.) 

30. U n  segmento A B  de longitud fi ja se mueve de tal manera que su extre- 
mo  A permanece aiempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y. 
Si  P es u n  pun to  ctlalquiera, dis:into de A y B. y quo n o  estC aobre el segmento 
AB o en su  prolongaci6n, demudstrese quo el lugar geomdtrico de P es una 
elipse. U n  instrumento basado sobre este principio se usa para construir  elipses 
teniendo como datos 10s ejes mayor y menor. 

62. Ecuaci6n de la elipse de centro (h,  k) y ejes paralelos a 10s 
coordenados. Ahora considernremos la determinacidn de la eeuaci6n 
de una elipse cuyo centro no esth en el origen y cuyos ejes son parale- 
10s a 10s ejes coordenados. Segiln eeto, consideremos la elipse cuyo 

Y eentro estfi en el punto (h , k) y cuyo 
Y' eje focal es parelelo a1 eje X tal como 

se indica en la figura 89. Sean 2a y 2b 
las longitudes de 10s ejes mayor y me- -*x' nor de la elipse , respectivamente . Si 
10s cjes coordenados son trasladados 

I de manera que el nuevo origen 0' 
I >x coincida con el centro (h , k) de la 

Fig .  89 elipse, se sigue, del teoremtl 1,  Ar- 
ticulo 61 , que la ecuaci6n de la elipse 

con referencia a 10s nuevos ejes X '  y Y 1  estL dada por 
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L A  ELIPSE 1 8 5  

mayor y menor son de longitudes a y b ,  respectivamente, y Q es el pie de la 
perpendicular trazada desde cualquier punto  P de la elipse a su eje focal, en- 
tonces 

5. Aplicando la propieiad intrinseca d t  la elipse. establecida en el ejer- 
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuaci6n ordinaria de la elipse. 

6. Los vertices de una elipse son 10s puntos ( I ,  1) y (7, 1) y su excentri- 
cidad es 3 6 .  Hallar la ecuaci6n de la elipse, las coordenadas de sus focos y las 
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto. 

7. Los focos de una elipse son 10s puntos (- 4. - 2) y (- 4, - 6 ) .  y la 
longitud de cada lado recto es 6. Hillese la ecuaci6n de la elipse y su excen- 
tricidad. 

8. Los vertices de una elipse son 10s puntos (1 ,  -6) y (9, -6)  y la lon- 
gitud de cada lado recto es $/2. Hallar la ecuacidn de la elipse, las coordenadas 
de sus focos y su excentricidad. 

9. Los focos de una elipse son 10s puntos ( 3 ,  8)  y (3, 2 ) ,  y la longitud 
de su eje menor es 8. Hallar la ecuaci6n de la elipse, las coordenadas de sus vet- 
tices y su excentricidad. 

10. E l  centro de una elipse es el punto  (- 2, - 1) y uno de sus vertices es 
el punto  (3. - 1 ) .  Si la longitud de cada lado recto es 4, hillese la ecuacidn , 
de la elipse. su excentricidad y las coordenadas de sus focos. 

11. El  centro de una elipse es el pun to  (2. - 4) y el vertice y el foco de un 
mismo lado del centro son 10s puntos (- 2, - 4) y (- 1, - 4 ) ,  respectiva- 
mente. Hallar la ecuaci6n de la elipse, su pxcentricidad, la longitud de su eje 
menor y la de cada lado recto. 

12. Discutir la ecuaci6n Ax2 + Cy? + D x  + Ey + F = 0 cuando A y C 
son ambos positivos y b = E = 0. 

Eli cada uno de 10s ejercicios 13-16, reducir la ecuacidn dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuaci6n de una elipse, y determinense las coordenadas del 
centro, vertices y focos, las longitudes de 10s ejes mayor y menor, y la de cada 
lado recto y la excentricidad. 

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando 10s ejes coordenados. 
18. Resolver el ejercicio 16 por traslacidn de 10s ejes coordenados. 
19. Si el centro de una elipse no es t i  en el origen, y sus ejes son paralelos a 

10s coordenados, demuistrese que la ecuaci6n de la elipse puede estar completa- 
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus 
puntos.  

20. Hallar la ecuaci6n de la elipse que pasa por lor cuatro puntos (1, 3 ) ,  

( -  1, 4 ) .  (0. 3 - 9) y (- 3 .  3) y tiene sus ejes panlelos a 10s coordenados. 

21. Hallar la ecuaci6n de la familia de elipses que tienen un centro comun 
(2, 3 ) ,  un eje focal combn paralelo a1 eje X, y la misma excentricidad igual 

Rootito Rootito

Rootito Rootito

Rootito Rootito

Rootito Rootito

Rootito Rootito



1 8 6  G E O M E T R I A  A N A L I T I C A  P L A N A  

a K . D i b u j a r  tres elementor de la famil ia  asignando tres valores diferentes al  
parametro.  

22. L a  ecuacion de una famil ia  de el ipsrs  es 4 x a  + 9 y 2  + a x  + by - 11 = 0. 
Hal la r  la ecuacion del elernento de la farnilia que  pasa por  10s p u n t o s  (2 ,  3 )  
Y (5. 1 ) .  

23. L a  ecuacion de una farnilia de elipses es k x 2  + 4 y 2  + 6 x  - 8y - 5 = 0. 
Hal la r  las ecuaciones de aquellos elernentos de la famil ia  que  tienen una  excen- 
tr icidad igual  a  K . 

24. Hal la r  las longi tudes  de 10s radios vectores del p u n t o  (2,  1 )  de la 
elipse 9x1  + y2 - 18x - ?y + 1 = 0. 

25. E l  p u n t o  medio de una cuerda de la elipse xa + 4ya  - 6 x  - 8y - 3 = 0 
es el p u n t o  ( 5 .  2 ) .  Hal la r  la ecuacion de la cuerda. 

26. Hallar  e  identif icar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  de u n  p u n t o  q u e  se 
mueve de tal manera que  sil distancia del eje Y es siempre igual  a1 doble de su  
distancia del p u n t o  (3. 2 ) .  

27. Desde cada p u n t o  de la circunferencia x 2  + y 2  + 4 x  + 4y - 8  = 0 ,  se 
t raza una perpendicular  al  d i i rne t ro  paralelo al  eje X. Hal la r  e  identif icar  la 
ecuacion del lugar  geomi t r ico  de 10s p u n t o s  medios de estas perpendiculares. 
T r a z a r  el lugar  geomitr ico.  

28. Desde cada p u n t o  de la c i r c u n f ~ r e n c i a  x2 + y 2  - 6 x  - 2 y  + 1 = 0. se 
t raza una perpeadicular  al d i i rne t ro  paralelo al  eje Y. Hal la r  e  identif icar  la 
ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  de 10s p u n t o s  medios de estas perpendiculares. 
T r a z a r  el lugar  geomftr ico.  

29. L a  base de u n  t r i i n g u l o  es de longi tud  f i j a ,  s iendo sus extremos 10s 
puntos  (0, 0 )  y ( 6 ,  0 ) .  Hal la r  e  identif icar  la ecuacidn del lugar  geomitr ico 
del vir t ice opues to  q u e  se mueve de manera que  el p roducto  de las tangentes de 
10s i n g u l o s  de las bases es siempre igual  a  4 .  

30. Hallar  e  identif icar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  del centro de una  
circunferencia que  se mantiene tangente a las circunferencias x2+ys-  4y -12 = 0 
y x 2  + y1 = 1. ( D o s  soluciones.)  

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades m4s 
importantes de la elipse esttin nsociadas con sus tangentes. Como la 
ecuacidn de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden 
determinarse empleando la condici6n para la tangencia estudinda en el 
Articulo 44. El  procedimiento para la resoluci6n de problemas relati- 
vos a tangentes a la elipse es , por lo tanto, identico a1 usado para la 
circunferencia (Art. 45) y la partibola (Art. 57). Por esto , se deja 
como ejercicio el demostrar 10s teoremas 4 y 5 que enunciamos a con- 

TEOREMA 4 .  La tangente a la elipse b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 en cual- 
quier punto PI (XI , yl) de la curva tiene por ecuacidn 

TEOREMA 5 .  Las ecuaciones de la tangentes de pendiente m a la 
elipse b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 son 

y = mx * d a2m2 + b2.  
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